LIMITES DE FONCTIONS



I. Limite d'une fonction a l'infini

1) Limite finie a l'infini

Intuitivement :

On dit que la fonction f admet pour limite
L en 4+ si f (x) est aussi proche de L que
I’'on veut pourvu que x soit suffisamment

grand.




Exemple :
La fonction définie par f(x) = 2 +% a pour

limite 2 lorsque x tend vers +oo.
En effet, les valeurs de |la fonction se
resserrent autour de 2 des que x est

suffisamment grand. La distance MN tend

vers 0.



Si on prend un intervalle ouvert
quelconque contenant 2, toutes les valeurs
de la fonction appartiennent a cet
intervalle des que x est suffisamment

grand.
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Définition :

On dit que la fonction f admet pour
limite L en + si tout intervalle ouvert
contenant L contient toutes les valeurs de

f (x) des que x est suffisamment grand et

on note :
lim f(x) =1L

X—+00




Définitions :
— La droite d'équation y = L est asymptote
a la courbe représentative de la fonction f
en +oo Si

lim f(x)=1L

X—+ 00

— La droite d'équation y = L est asymptote

a la courbe représentative de la fonction f

/




en —oo Sj
lim f(x) =1L

X——00

Remarque :
Lorsque x tend vers +, |la courbe de la
fonction "se rapproche"” de son asymptote.

La distance MN tend vers 0.




2) Limite infinie a l'infini

Intuitivement :

On dit que la fonction f admet pour limite
+00 en +o Si f (x) est aussi grand que |'on
veut pourvu que x soit suffisamment

grand.




Exemple : La fonction définie par

f(x) = x% a pour limite +o lorsque x tend

VEersS +oo,

En effet, les valeurs de |la fonction
deviennent aussi grandes que |'on souhaite
des que x est suffisamment grand.

Si on prend un réel a quelconque,
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l'intervalle | a; +o | contient toutes les

valeurs de la fonction des que x est

suffisamment grand.
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Definitions : — On dit que la fonction f

admet pour limite +o0 en +oo si tout

intervalle | a; +oo [, a reel, contient toutes
les valeurs de f (x) des que x est

suffisamment grand et on note :
lim f(x) =+

X—+00
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— On dit que la fonction f admet pour
limite —oo en 4+ sj tout intervalle | —oo; b |,
b reéel, contient toutes les valeurs de f (x)
des que x est suffisamment grand et on

note :

lim f(x) =—o0
X—+ 00
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Remarques :
— Une fonction qui tend vers 4+« lorsque x

tend vers +o n'est pas nécessairement

croissante.
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— Il existe des fonctions qui ne possedent
pas de limite infinie. C'est |le cas des

fonctions sinusoidales.




3) Limites des fonctions usuelles

Propriétés

— lim x

X——+ 00

lim x°
X——+ 00

— lim vVx =4 ; lim -

X—+00

— lim e*=0; lim e* =

X——00

o , lim x

=-|—OO,

X——00

lim x° =

X——00
1

X—>—4+00 X

X—+00

2

. 1
lim -

X——00 X




II. Limite d'une fonction en un réel A

Intuitivement:

On dit que la fonction f admet pour limite
+o00 en A si f (x) est aussi grand que l'on
veut pourvu que x soit suffisamment

proche de A.
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Exemple : La fonction représentee ci-
dessous a pour limite +o lorsque x tend
vers A.

En effet, les valeurs de |la fonction

deviennent aussi grandes que |'on souhaite

des que x est suffisamment proche de A.
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Si on prend un réel a quelconque,
l'intervalle | a; +o | contient toutes les
valeurs de la fonction des que x est

suffisamment proche de A.
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Définitions :

— On dit que la fonction f admet pour

limite +o en A si tout intervalle] a; +o [, a

réel, contient toutes les valeurs de f (x)

des que x est suffisamment proche de A et

on note : lim f(x) = 4
X—A
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— On dit que la fonction f admet pour

limite —o en A si tout intervalle | —co;b [, b

réel, contient toutes les valeurs de f (x)

des que x est suffisamment proche de A et

on note : lim f(x) = —
xX—A
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— La droite d'équation x = A est

asymptote a la courbe représentative de

la fonction f si lirgf(x) = +o0 OU
X—

lim f(x) = —oo.
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Remarque :
Certaines fonctions admettent des limites

différentes en un réel 4 selon x > A ou

x < A.

Considérons la fonction inverse définie sur

R* par f(x) = i
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— Six < 0, alors f(x) tend vers —o et on

note :
lim f(x) = —o0

x—0
x<0

— Six > 0, alors f(x) tend vers +oo et on
note :
lim f(x) = +o0

x—0
x>0
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On parle de limite a gauche de 0 et de

limite a droite de 0.
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III. Opérations sur les limites.
a peut désigner + oo, — 0 ou un nombre

réel.
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1) Limite d'une somme

lim f(x) = L L | L |[+oo|—oco]+00
X—A
limg(x) = L' |4+oo|—co|40co|—oo| —00
XA
lim(f(x) + g(x)) =|L + L'|+oo|—00|+o0o|—oo|F.I
XA
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2) Limite d'un produit

lim f(x) = L |[L>0(L<O|L>0|L<O
X—A
limg(x) = L' | 40 | 40 | —00 | —00
XA
lim(f(x)g(x)) =|LL'| +0 [ —0 | —c0 | 400
X—A
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lim f(x) = +00 | —0o[+00
XA
lim g(x) = +00| —00 | —00|4+00 OU —0
XA
!cirg(f(x)g(x)) = |[+4+oo|+oo|—o|F.I.
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3) Limite d'un quotient

}L“E.}f(x): L L L >0 o0u +oo
}Lrgg(x) = [L" #0 [+ ou |0 avec g(x) >0
— OO0
fx) | L 0 +00
lim — -
va g(x) | L
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!Ci_)rgf(x)=L<Oou L>00u [L<0OoOU—
—00 + oo
iiﬁrg g(x) |0 avec 0 avec 0 avec
= |g)>0 [gx) <0 |g(x) <O
it) —00 —00 +00
lim ——
x-a g(X)
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lim f(x) = 0 + 00 + 00 —00 —00
X—A

limgx)=]1 0 [L'>0|L'<O0|L' >0(L"<0
XA

. f(x) F.I.| + — 00 —00 + 00

lim —— =

x-a g(x)
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lim f(x) = o0 OU —oo
lim g(x) = % OU —oo
) F.I.
lim —— =

xX—-a g(x)
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Exemple :
lim (x —5)(3+x%) ?

X——00
lim (x —5) = —o0 et lim (3 + x?) =+
X——00 X——00

D'apres la regle sur la limite d'un produit :
lim (x —5)(3 +x?%) = —

X——00
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Remarque :
Comme pour les suites, on rappelle que les
quatre formes indeterminées sont, par

abus d'écriture :

IIOO . OO", ||0 X o0 , gll et "_".
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Exercice 1 : Lever une forme
indeterminee sur les fonctions polynomes
et rationnelles

Calculer:

1) lim (—3x3 + 2x% — 6x + 1)

X—+00

. 2x%—5x+1
2) lim -
x—+4+o0o 6Xx4-=5

40



3x%+42

3) lim

x——oo 4x—1

Exercice 2: Lever une forme indéeterminée
sur les fonctions avec des radicaux

Calculer:

1) lim (Wx + 1 —+/x)

X—+00

2) lim X2

x—5 X—5
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Exercice 3 : Déeterminer une asymptote

1) Soit f la fonction définie sur

] —o0; 2[U]2; oo Par f(x) = 22,

2—X

Démontrer que la droite d'équation y = —3
est asymptote horizontale a la courbe

représentative de f en +oo.
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162.95

2-X

-6.65 *
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Il faut donc démontrer que

3x+1

lim = —3:
x—+00 2—X
1 1
3x+1 «x 3+ 3+
— 272 T2
X X

. 1 . 2
Or lim -= lim -= 0 donc
X—>+oo X X—>+oco X
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lim (3+%)=3et lim (%—1

X—+00 X—+ 00

Et donc par quotient de limites

1
. 3+ 3
Iim ~2*=—=-3

X—+o0o ——1 —
X

Et donc lim f(x) = —3.

X—+00

)=-1.
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2) Soit g la fonction definie sur
| —o0; 4[U]4; +oo par (x) = —

Démontrer que la droite d'équation x = 4
est asymptote verticale a la courbe
représentative de g.

Il faut donc démontrer que la limite de la

fonction g possede une limite infinie en 4.
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— lim(x —4) =0 et lim2x =8

X—4 xX—4
x<4
. 2X
Donc lim = —coCarx—4<0
xX—>4 x—4
x<4
— lim(x —4) =0 et lim2x = 8
X—4 xX—4
x>4
. 2X
Donc lim =40 carx—4>0
xX—4 x—4
xX>4
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-16.25
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On en déduit que la droite d'équation x = 4

est asymptote verticale a la courbe

représentative de g.

Propriéteé :
e*—1

lim =1
x—>0 X
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IV. Limite d'une fonction composeée

Exemple : Soit la fonction f définie sur

]1- +oo[par(x)=\/2—i

2)

On souhaite calculer la limite de la fonction

fen +o
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On considere les fonctions u et v définie
par : u(x) =2 —i et v(x) = Vx

Alors : f(x) = v(u(x)). On dit alors que f

est la composée de la fonction u par la

fonction v.
Or, lim 1= 0donc lim u(x) = 2
X—>+00 X X—+00
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Donc lim 2—1= lim
x—>+oo\l X X—>+4 00
= limvX
X—2
=2
D'ollim £(x) = V2
X—1T 00
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Théoreme :
A, B, C peuvent désigner +oo, —oo oU un
nombre reel.

Si limu(x) = B et limv(x) = C alors
X—A X—B

chi_r)lllqv(u(x)) =C

- Admis -
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Méthode : Déterminer la limite d'une

fonction composeée

Calculer lim
X—+00\ 2x+3
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V. Limites et comparaisons

1) Théoreme de comparaison

Théoreme : Soit f et g deux fonctions

définies sur un intervalle | a; +o |, a réel,

telles que pour tout x >a, on a f(x) < g(x)

— Si lim f(x) = +o0 alors lim g(x) = +o

X——+ 00 X—+ 00

(figure 1)
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— Si lim g(x) = — alors lim f(x) =
X—+00 X210
(figure 2)

— OO0

— Si lim f(x) = 4+ alors lim g(x) = +o

X—>—00 X——0C0
(figure 3)

— Si lim g(x) = —oo alors llm f(x) =

X—>—C0C0

(figure 4)

— OO0

56




Propriétés (croissances comparees) :

ex

a) lim = +o00 et pour tout entier n,

X—>+00 X

ex

lim = 40

x—+oo x"

b) lim xe* = 0 et pour tout entier n,

X——00

lim x"e* =0

X——00
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Par abus de langage, on pourrait dire que
la fonction f pousse la fonction g vers +o
pour des valeurs de x suffisamment

grandes.
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Figure 1

Cf
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Figure 2

Cf
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Figure 3
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Figure 4

Cf

Z_ 1\
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Démonstration dans le cas de la
figure 1:

lir}rn f(x) = +o0 donc tout intervalle
X—1T 00

| m; + o[, m réel, contient toutes les

valeurs de f (x) des que x est

suffisamment grand, soit : f(x) > m
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Or, des que x est suffisamment grand, on

a f(x) < gx)
Donc des que x est suffisamment grand,
ona: gx)=m

Et donc lim g(x) = +

X——+ 00
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2) Théoreme d'encadrement

Théoreme des gendarmes : Soit f, g et

h trois fonctions définies sur un intervalle

|a; + |, a réel, telles que pour tout x > a,

onaf(x)<glx) < h(x)
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Si lim f(x) =L et 11m h(x) = L alors

X—+ 00

lim g(x) =

X——+ 00

Remarque : On obtient un théoreme

analogue en —o
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Par abus de langage, on pourrait dire que
les fonctions f et h (les gendarmes) se
resserrent autour de la fonction g pour des
valeurs de x suffisamment grandes pour la
faire tendre vers la méme limite.

Ce theoreme est également appelé le

théoreme du sandwich.
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Méthode : Utiliser les théoremes de
comparaison et d'encadrement
Calculer :

1) lim (x + sinx)

X—+00
X COS X

2) lim

Xx—+4o00 X%+1
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1) lim sinx n'existe pas. Donc sous la
X—>400

forme donnée, la limite cherchée est
indéterminée.
Levons l'indétermination :

Pour tout x, —1 <sinx doncx—1<x +sinx

Or lir}rn (x — 1) = 400 donc d'apres le
X—>100

théoreme de comparaison,
70



lim (x + sinx) = 4+
X—+ 00

2) lim cosx n'existe pas. Donc sous la
X—+ 0o

forme donnée, la limite cherchée est
indétermineée.

Levons l'indéetermination :

Pour tout x, —1 < cosx <1 donc

—x<cosx<xcarx > 0. Et donc
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X X COS X X

Ou encore
X

x2 =

Smt—ls

X

< <
x2+1" x24+1 x%2+4+1

X X COS X X X

< < —
x24+17 x24+17 x24+1" x2

X COS X

<1

x2+1 X
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Or lim (— 1) = ]im (1) = (0 alors d'apres

X—+ 00 X X—>+00 \X

le théoreme des gendarmes, on a

=0

X COS X

lim —
x—+0o x°+1

/3



