FONCTION
LOGARITHME
NEPERIEN
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I. Définition

La fonction exponentielle est continue et
strictement croissante sur R, a valeurs
dans | 0; +oo]

D'apres le théoreme des valeurs

intermeédiaires, pour tout réel a de
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] 0; +oo[ I'équation e* = a admet une unique

solution dans R.




Définition : On appelle logarithme
nepérien d'un réel striccement positif q,
I'unique solution de I'équation e*=a. On la
note Ina.

La fonction logarithme népérien, notée In,
est la fonction :

In:]0; +o0o] - R




x Inx

Remarques :
— Les fonctions exp et In sont des

fonctions reciproques I'une de l'autre.




rrrrrrr



— Les courbes représentatives des
fonctions exp et In sont symeétriques par
rapport a la droite d'équation y = x

— Dans le domaine scientifigue, on utilise
la fonction logarithme décimale, notée log
est definie par :

In x
In10

log(x) =
7
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Conséquences :

a) y=Inxavecx >0 & x =eY
b)ln1=0;lne=1;ln§=1

c) Pour tout x, Ine* = x

d) Pour tout x strictement positif, el"* = x




Démonstrations :

a) Par définition,

b) Car:e’=1; el=e;e_1=§

c) Sion pose =e*, alors
x=Iny =Ine”*

d) Sion pose y =Inx, alors x = e¢¥ = e!n*

9
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I1. Propriété de la fonction logarithme

y 4 y 4 |

népérien

1) Relation fonctionnelle

Théoreme

strictement

: Pour tous reels x et y

ositifs, on a :

In(xXy)=Inx+1Iny

10
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Démonstration :

eIN(XY) = x x y = ¢IN¥ x Iy = nx+Iny qonc
In(xXy)=Inx+1Iny

Remarque : Cette formule permet de

transformer un produit en somme.

11
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Corollaires : Pour tous réels x et y

striccement positifs, on a :
1 [
a) In-=—Inx ;

b) ln%z Inx —Iny ;

1

c) InVx = ~Inx ;

d) Inx"™ = nlnx avec n entier relatif

12




Démonstrations :

1 1 .
a) ln;+lnx=1n(—><x)=ln1=0 ;

X

X 1)\ _ R A S _ :
b) ln;—ln(xxy)—lnx—lny—lnx Iny ;

c) 2Invx =lnvx +Invx = In(vx Xvx) =Ilnx ;
d) On demontre ce résultat par
recurrence.

L'initialisation est triviale.
13
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La démonstration de I'hérédité passe par la

décomposition :

In x"*t1 =

In(x™ X x)

Inx™ +Inx

=nlnx +Inx

=Mm+1)Inx

14
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Méthode : Simplifier une expression
A=1n(3 -vV5) +1In(3 + V5)
= ln(3 — \/g)(B + \/E)
= In(9 — 5)
= In4
B=3In24+In5-2In3
=1In23+1In5—1n32

15
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23x5
32

= |n

40
= |n—
9

C =Ilne?—1In2
e

=2lne—In2+1Ine
=2—-—In2+1
=3 —1In2

16
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I1II. Etude de la fonction logarithme
népeérien

1) Continuité et dérivabilité

Propriété : La fonction logarithme

népérien est continue sur ] 0; +oo

— Admis —
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Propriété : La fonction logarithme

nepérien est dérivable sur ] 0; +oo[ et

(Inx)’ ==

Démonstration :

La fonction In est continue sur ] 0; +oo[ ,

donc pour tout réel a > 0, on a :

18




limlnx =lna
X—Aa

Donc par composée de limites, en posant

x=Inx :

 Inx—1Ina ~ X—Ina _ 1
lim = lim — = lim 1
x-a X—a X—aeX —eMa@  x-lna eX — e!na

X—Ina
Comme la fonction exponentielle est

dérivable sur R, on a :

19
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1 1 1 1
im = = —
X>lna eX — elna elna a
X—Ina

et donc

 Inx—Ina 1

lim = —
xoa X —d a

20
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Exemple :
Dériver la fonction suivante sur l'intervalle

xZ

21
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2In x—(1n x)?

x2

2—Inx

= Inx—3

2) Variations

Propriété : La fonction logarithme
nepérien est striccement croissante sur
|1 0; +oof

22
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Démonstration : Pour tout reel x > 0,

r_ 1
(In x) —x>0

Corollaires : Pour tous réels x et y
striccement positifs, on a :
a)Inx=lhy x=y

b)Inx <lhy x<y

23




Méthode : Résoudre une équation ou une
inequation

a) Résoudre dans R I'equation suivante :
In(x—3)+In(9—x)=0

b) Résoudre dans R l'inéquation suivante :

In3—x)+In(x+1)<0

24
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a) Ensemble de définition :

x—3>0 O—x>0
et
x >3 x <9

L'’équation est définie sur]3; 9.
On restreint donc la recherche des
solutions a cet intervalle.

S hn(x—3)+In(9—-—x) =0

& In(x—3)+1In(9—x) =Inl

25
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S x—3)+9—x) =1
& —x?+12x—-27 =1
& —x%+12x—-28=0

o x="22 6122 et
—12 — /32
x=——0 =64+ 2V2
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Les solutions sont donc 6 — 2v2 et 6 + 2v2
car elles appartiennent bien a I'ensemble
de définition.

b) Ensemble de définition :

3—x>0 x+1>0
et
x <3 x> —1

L'inéquation est definie sur 1 —1; 3.

27
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On restreint donc la recherche des

solutions a cet intervalle.
In3—x)—In(x+1)<0

S InB—x)<In(x+1)
&3—x<x+1

& 2 < 2x

= 1<x

L'ensemble solution est donc | 1;3 |
28
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3) Limites aux bornes

Propriété : lim Inx = +o et

X—>+00

limlnx = —
x—0
x>0

Démonstration :

— Soit un intervalle ] a; +o[ quelconque.

29
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Démontrons que cet intervalle contient
toutes les valeurs de In des que x est

suffisamment grand.

Inx > a a condition que x > e“

— limlnx = lim lnl
X

x—0 X—+0o0
x>0
= lim (—InX)
X—>+400
= —O0O0

30
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4) Courbe représentative
On dresse le tableau de variations de la

fonction logarithme népérien :

In‘(x) +

31
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In x

32
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IV. Limites et croissances

compareesPropriétées (croissances

compareées) :

a)

n,

: In x
lim —
xXx—>4+00 X

: In x
11m —
X—>+o0o0 X

= 0 et pour tout entier non nul

0

34
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b) limxInx = 0 et pour tout entier n,
x—0
x>0

limx"lnx =0

x—0
x>0

Démonstrations dans les cas ou
n=1:

En posant X =Inx :

35




: Inx : X :
a) lim — = lim = = 0 par croissance

x—+00 X X—+0o0 eX

comparee de X — x et X — e*

b) imlnx = lim eX* xX =0 par croissance
x—0 X——00
x>0

comparee de X — x et X — e*

36

2020/2021 - Service Transcription - www.ctrdv.fr



Remarque : Les fonctions puissances
imposent leur limite devant la fonction

logarithme népérien.

Propriétés :

In(1+x)

1

lim
x—0 X

37
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Démonstration :

La fonction In est dérivable en 1 et In(1) =1

Donc lim 2d+tm-Int _ 4 dqonc lim 28+ _ 4
h—0 h h—0
carlnl = 0.

Méthode 1: Determiner une limite
a) lim (x —Inx)

X—+ 00

38
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: In x
b) lim —
x—1Xx—1

In x

c) lim —
x—+oo0 Xx—1

a) Il s'agit d'une forme indéterminée de

type "o — ", Levons l'indétermination:

x—Inx =x(1 —ln—x) et comme lim =% = 0,
X X—+oo X
ona: lim (1-2% =1.Etdonc
X—+ 00 X

39
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lim x(1 —ln—x) = 400 SOIt lim (x —Inx) = 4+

X—+ 00 X—+ 00

b) Il s'agit d'une forme indéterminee de

type " - ". Levons l'indétermination :
lim In(+(x-1)) _ lim In(1+%) _ 1 comme
x—1 x—1 X—0 X

composee de limites.

40
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c) Il s'agit d'une forme indéterminée de

n © n
type -
L Iz Inx
Levons l'indétermination : — = % = —*_
x—-1 === q1-=
X X
o . 1
Comme lim —=0et lim 1—-=1, on a
xX—>+oo X X—+ 0o X

Inx
lim X = % = (0. Et donc

X—>+00 1——
X

41
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In x
lim =0
x—>+oox — 1

Méthode 2: Etudier les variations d'une
fonction contenant des logarithmes

1) Déterminer les variations de la fonction

f definie sur J0; +oo[ par
f(x)=3—x+2Inx
2) Etudier la convexité de la fonction f.
42
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1) Sur]0; +oo [, ONn a :

2 —X

Fi0) = —142 =
X X
Comme x > 0, f'(x) est du signe de 2 — x.
La fonction f est donc strictement
croissante sur | 0;2 | et strictement

décroissante sur [2; +oo [.

43
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On dresse le tableau de variations :

X 0 2 +00
e || + 0 -
1+ 2In?2
f(x)

%

AN

44




f(2)=3-2+2In2=1+2In2

2) Sur J0; +[, on a :

—1xx—(2—-x)x%x1
22

f(x) =

_—x—2+x

X2

—2
:F<O

45
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La fonction f’' est donc décroissante sur

]0; +oo [. On en déduit que la fonction f est

concave sur | 0; 4oo .

Méthode 3: Etudier la position relative de

la courbe de la fonction logarithme et de la

droite d’équation y = x

46
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Etudier la position relative de la courbe de
la fonction logarithme et de la droite
d’équation y = x.

On considere la fonction g définie sur

]0; 4o [ par g(x) = x —Inx.
x —1

1
! =1——:
g'(x) " "

47
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Comme x > 0, g'(x) est du sighe de x — 1.

On a eégalement : g(1)=1-In1=1

On dresse ainsi le tableau de variations :

48

2020/2021 - Service Transcription - www.ctrdv.fr



g ||l - 0 +

3

On en déduit que pour tout x de ]0; +oo],

onagx)=x—Inx>1>0 soit x >Inx.

49




La fonction logarithme est située en

dessous de la droite d’équation y = x.

50
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V. Fonctions de la forme inu

Propriété : Soit u une fonction dérivable
et strictement positive sur un intervalle I.

La fonction x — In(x) est dérivable sur I.

u' (x)
u(x)

Sa dérivée est la fonction x —

- Admis -
51
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Exemple :

Soit la fonction f définie sur ] 0;2 [ par

f(x) = In(2x — x2) alors f'® = 222

2x—x2

Propriété : Soit u une fonction dérivable
et strictement positive sur un intervalle I.
Les fonctions x — u(x) et x — Inu(x) ont le

meéme sens de variation.

52
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Démonstration :

!

On a (Inu)' = %

Comme u >0, u' et (Inu)’ sont de méme
sighe.

Méthode : Etudier une fonction

On considere la fonction f définie sur

X+2

1=2;1[ par f(x) =In(=)
53
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a) Calculer les limites de f aux bornes de
son ensemble de définition.

b) Etudier la derivabilité de la fonction f.
c) Déterminer le sens de variation de la
fonction f.

d) Tracer sa courbe représentative.

54
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X+2

a) — xll@zﬂ = 0 donc }Clgzl f(x) =—o0
X>—2 X>—2

comme composée de limites.

X+2

— lim == = +o0 donc lim f(x) = +0 comme
x—11—x x—1
x<1 x<1

composee de limites.

55
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b) La fonction u:x — *T2 ast strictement

1—x
positive et dérivable sur ] —-2;1[ donc f est

dérivable sur ] —2;1[

IX(1-x)—(x+2)x(-1)  1-x+x+2 3
(1-x)2  (1-x)?  (1-x)?

c) u'™ =

Donc u(x) >0
La fonction u est donc strictement

croissante sur ] —2;1[, d'ou :
56
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La fonction f est strictement croissante sur

|-2; 1].
X —2
@) -
+ 00
fo | | —

57
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